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В данной работе рассмотрено движение в идеальной жидкости неуравновешенного эл-
липсоида под действием силы тяжести и вращения трех внутренних роторов. Доказано,
что рассматриваемая система является управляемой по конфигурационным переменным.
Определены условия, при выполнении которых система является неуправляемой. Указан
способ стабилизации тела в конечной точке траектории с помощью ограниченных воздей-
ствий. Построено частное решение, соответствующее движению по спиральной траектории
с постоянной по модулю и направлению угловой скоростью. Найдены управления, реали-
зующие это движение, и указаны условия, при выполнении которых данные управления
являются ограниченными функциями времени.
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Введение
Возможности применения в подводной робототехнике механизмов, реализующих про-
движение за счет изменения положения центра масс, активно обсуждаются в последнее
время в литературе, начиная с работ [1–3]. Как правило, такие исследования проводятся
в рамках модели, предложенной Кирхгофом [4] и описывающей движение твердого тела
в безграничном объеме идеальной несжимаемой безвихревой жидкости, покоящейся на бес-
конечности.
Всевозможные способы и алгоритмы самопродвижения тел с помощью внутренних ме-
ханизмов, в том числе в присутствии циркуляции, исследуются в работах [5–8, 32, 33].
Подробный обзор результатов в этом направлении можно найти в работе [7]. Помимо сме-
щения центра масс, в указанных работах для управления используется изменение собствен-
ного гиростатического момента с помощью вращения массивных роторов. Такой механизм
ранее был предложен в работах, посвященных управлению катящимся по плоскости шаром
Чаплыгина [9–11], представляющим собой неголономную систему. Управляющий механизм
состоит из трех роторов (гиростатов), угловые скорости которых можно варьировать, пода-
вая различные напряжения на приводы. Задача об управлении движением шара с помощью
двух роторов рассматривалась в работе [12]. Применение роторов для курсовой стабилиза-
ции при движении в жидкости изучалось в [15, 16, 34], а при движении спутника — в [17].
Существенную роль при создании тяговой силы играет вязкость. В работах [25, 28] про-
демонстрировано, что даже с учетом вязкости возможно добиться самопродвижения за счет
возвратно-поступательных движений внутренней массы. Данный эффект связан с нели-
нейной зависимостью вязкого трения от скорости. Следует отметить, что в рамках модели
идеальной жидкости такое движение невозможно из-за парадокса Даламбера. Управляе-
мое за счет изменения положения центра масс движение с учетом вязкости рассмотрено,
например, в работах [26, 27]. Отметим также ряд работ, посвященных изучению движения
в жидкости при низких числах Рейнольдса с помощью изменения формы тела или за счет
внутренних механизмов [29–31, 35].
Интересной с практической точки зрения является задача управления движением тел
в жидкости с учетом силы тяжести. При этом в общем случае на тело будут действовать как
равнодействующая силы тяжести и силы Архимеда, так и момент этой пары сил. Отметим,
что свободная динамика твердых тел в поле силы тяжести изучалась работах [21–24].
В работах [19, 20] исследуется управляемое движение тел эллипсоидальной и винтовой
формы с помощью роторов. В данной работе мы обобщаем результаты этих работ на случай
управляемого движения трехосного эллипсоида нейтральной плавучести в поле силы тяже-
сти. В частности, мы доказываем управляемость движения по части переменных с помощью
трех роторов. Строим явные управления, соответствующие движению по спиральным тра-
екториям с постоянной по модулю и направлению угловой скоростью, а также показываем,
что такие движения даже в поле тяжести можно реализовать с помощью ограниченных
управляющих воздействий.
1. Математическая модель
1.1. Основные предположения и кинематические соотношения
Рассмотрим движение в идеальной жидкости твердой оболочки, имеющей форму трех-
осного эллипсоида и несущей внутри себя три ротора. Будем полагать, что на рассматрива-
НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2016. T. 12. №4. С. 663–674
Управление движением неуравновешенного тяжелого эллипсоида 665




















Примем ряд допущений относительно рассматривае-
мой конструкции:
1◦ Все роторы осесимметричны. Оси вращения роторов
совпадают с их осями симметрии; таким образом,
вращение роторов не меняет распределения массы.
2◦ Оси вращения роторов некомпланарны. Угловые
скорости роторов являются заданными функциями
времени.
3◦ Общий центр масс системы «оболочка + роторы»
смещен относительно центра эллипсоида на век-
тор ρ. Главные оси инерции системы совпадают
с геометрическими осями эллипсоида.
4◦ Рассматриваемая систем обладает нейтральной пла-
вучестью, то есть f g + fa = 0.
Для описанной системы поставим следующую задачу:
исследовать возможность управления данной системой при помощи варьирования
скоростей вращения внутренних роторов и построить простейшие управления, обес-
печивающие элементарные маневры.
В отличие от случая, рассмотренного в [19], здесь мы изучаем управляемое движение,
учитывая действие силы тяжести и силы Архимеда. Забегая несколько вперед, отметим,
что, так же как и в [19], для рассматриваемой системы возможно построить управления,
обеспечивающие ее неограниченное движение по винтовым траекториям. Однако, в отличие
от случая, рассмотренного в [19], управляющие воздействия в общем случае будут неогра-
ниченными функциями времени, за исключением некоторых частных случаев, представля-
ющих наибольший практический интерес.
Для описания движения введем две системы координат: неподвижную Oexeyez и по-
движную OMe1e2e3 (см. рис. 1). Направление вектора ez противоположно направлению
действия силы тяжести f g. Оси подвижной системы координат совпадают с главными цен-
тральными осями инерции системы.
Положение начала подвижной системы координат относительно неподвижной будем
задавать вектором R = (x, y, z). Проекции неподвижных ортов ex, ey, ez на оси подвижной






⎞⎟⎟⎠ ∈ SO(3). (1.1)
Пара (R, Q) однозначно определяет конфигурацию системы. Таким образом, конфигура-
ционное пространство системы G шестимерно и представляет собой R3 × SO(3).
Эволюция векторов R, α, β, γ описывается кинематическими соотношениями
R˙ = QTv, (1.2)
α˙ = α× ω, β˙ = β × ω, γ˙ = γ × ω, (1.3)
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где v и ω — векторы поступательной и угловой скоростей тела, спроецированные на оси
подвижной системы координат.
Представление матрицы Q в форме (1.1) удобно при численных расчетах и построении
явных управлений, обеспечивающих, например, вращение тела вокруг некоторого направле-
ния. Для проверки критерия управляемости Рашевского –Чжоу [13] более удобной является
параметризация матрицы Q через углы Эйлера
Q =
⎛⎜⎜⎝
cosψ cosϕ− sinψ cos θ sinϕ sinψ cosϕ + cosψ cos θ sinϕ sin θ sinϕ
− cosψ sinϕ− sinψ cos θ cosϕ − sinψ sinϕ + cosψ cos θ cosϕ sin θ cosϕ
sinψ sin θ − cosψ sin θ cos θ
⎞⎟⎟⎠, (1.4)
где ψ — угол прецессии, θ — угол нутации, ϕ — угол собственного вращения.
Эволюция углов Эйлера может быть описана в векторной форме:
ζ˙ = Πω, ζ = (ψ, θ, ϕ), Π =
⎛⎜⎜⎝
sinϕ/ sin θ cosϕ/ sin θ 0
cosϕ − sinϕ 0
− ctg θ sinϕ − ctg θ cosϕ 1
⎞⎟⎟⎠. (1.5)
1.2. Уравнения движения и первые интегралы
Движение произвольного тела в идеальной жидкости в поле потенциальных сил опи-




















× ω + ∂L
∂v
× v + ∂L
∂γ
× γ, (1.6)
с лагранжианом L = T−U , где T — кинетическая энергия системы (оболочка + жидкость +
+ роторы), U — потенциальная энергия.
Кинетическая энергия оболочки определяется выражением
Ts = 12 ms(v, v) +
1
2 (ω, Isω), (1.7)




2 (v, Λvv) +
1
2 (ω, Λωω), (1.8)
где Λv = diag(λ1, λ2, λ3) — тензор присоединенных масс, Λω = diag(λ4, λ5, λ6) — тензор
присоединенных моментов инерции. Диагональный вид тензоров Λv и Λω обусловлен фор-
мой рассматриваемой оболочки и выбором подвижных осей OMe1e2e3.
Замечание 1. Для оболочки произвольной формы при соответствующем выборе системы ко-
ординат тензор Λv будет диагональным, а тензор Λω — симметричным. Кроме того, если оболочка
обладает винтовой формой, выражение кинетической энергии жидкости будет содержать дополни-
тельное слагаемое вида (v, Bω).
Кинетическая энергия k-го ротора определяется выражением
Tk =
1




ω + Ωk(t)nk, Ik (ω + Ωk(t)nk)
)
, (1.9)
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где mk — масса k-го ротора, Ik — центральный тензор инерции k-го ротора, rk — радиус-
вектор центра масс k-го ротора, nk — единичный вектор, задающий направление оси вра-
щения k-го ротора, Ωk(t) — угловая скорость вращения k-го ротора.
Так как вектор nk является собственным для матрицы Ik, то выполняется соотношение
Iknk = jknk, где jk — момент инерции ротора относительно оси вращения. С учетом этого
суммарную кинетическую энергию системы с точностью до известной функции времени
можно представить в виде





2 (v, Cv) + (v, Bω) +
1























r2kE− rk ⊗ rk
)
=
= diag(i1, i2, i3),
(1.11)
а ρ1, ρ2, ρ3 — компоненты радиус-вектора ρ центра масс системы.
Потенциальная энергия U определяется выражением
U = (m−mf ) gz + mg (ρ, γ) , (1.12)
где mf — масса жидкости, вытесненной оболочкой, а g — ускорение свободного падения.
Подставив выражения (1.10) и (1.12) в уравнения (1.6) и обозначив импульс системы
и ее кинетический момент как
p = ∂T
∂v
= Cv + Bω, M = ∂T
∂ω
= BTv + Iω + K(t), (1.13)
получим уравнения движения в виде
p˙ = p×ω + (mf −m)gγ,
M˙ = M × ω + p× v −mgρ× γ, (1.14)
где v, ω выражаются через p, M из уравнений (1.13). Уравнения (1.2), (1.3), (1.14) (ли-
бо, что то же самое, (1.2), (1.5), (1.14)) полностью описывают динамику рассматриваемой
системы.
Уравнения (1.3) допускают шесть геометрических интегралов
α2 = β2 = γ2 = 1, (α, β) = (α, γ) = (β, γ) = 0. (1.15)
Вследствие инвариантности уравнений движения относительно группы преобразований (го-
ризонтальной) плоскости E(2), система (1.2), (1.3), (1.14) допускает еще три автономных
интеграла движения
(p, α) = P1, (p, β) = P2, (M + (QR)× p, γ) = N3. (1.16)
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Кроме того, уравнения (1.2), (1.3), (1.14) допускают еще один неавтономный интеграл дви-
жения
(p, γ)− (mf −m)gt = P3. (1.17)
Замечание 2. В отсутствие силы тяжести (g = 0) либо при совпадении центра масс с центром
давления (ρ = 0) система уравнений (1.2), (1.3), (1.14) допускает еще два интеграла кинетического
момента
(M + (QR)× p, α) = N1, (M + (QR)× p, β) = N2. (1.18)
Управляемость такой системы была рассмотрена ранее в работе [19].
Далее мы будем рассматривать случай нейтральной плавучести (см. предположение 4◦),
то есть mf = m. В этом случае интеграл (1.17) становится автономным, а уравнения (1.2),
(1.3), (1.14) допускают четыре независимых автономных интеграла движения.
1.3. Задача управления
Рассмотрим движение системы на нулевом уровне интеграла импульса, то есть при
P1 = P2 = P3 = 0. Эти равенства имеют место тогда и только тогда, когда
p = 0. (1.19)
При этом поступательная скорость может быть выражена через угловую из первого соот-
ношения (1.13) следующим образом:
v = −C−1Bω. (1.20)
Замечание 3. Из (1.20) следует, что поступательная скорость всегда перпендикулярна фик-
сированному в теле вектору v ⊥ Cρ. Это, однако, не препятствует движению в абсолютном про-
странстве в любом направлении, совмещающему поступательное и вращательное движение.




M −K(t)), I˜ = I−BTC−1B. (1.21)
Матрица I˜ является обратимой в силу невырожденности квадратичной формы, опреде-
ляющей кинетическую энергию системы, на нулевом уровне интеграла импульса. С уче-
том (1.19), (1.20), (1.21) уравнения (1.2), (1.5) и второе уравнение (1.14) могут записаны
в виде
q˙ = X̂ I˜−1
(
M −K(t)),




M −K(t)))−mgρ × γ, (1.22)
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Уравнения (1.22) описывают управляемое посредством вращения роторов движение
рассматриваемой системы на нулевом уровне интеграла импульса. Рассмотрим далее задачу
управления для системы (1.22) в следующей формулировке:
пусть в начальный момент времени тело покоится (M(0) = 0, ρ × γ(0) = 0) и уг-
ловые скорости роторов равны нулю K(0) = 0. Можно ли подобрать такое управ-
ление K(t), t ∈ [0, T ], T < ∞, чтобы в момент времени t = T тело находилось
в заданной точке с некоторой заданной ориентацией?
2. Условия управляемости с помощью трех роторов
Рассмотрим вопрос об управляемости системы (1.22) в указанной выше постановке.
Оказывается, справедливо следующее предложение
Предложение 1. Пусть в начальный момент времени тело покоится M(0) = 0,
ρ × γ(0) = 0 и угловые скорости вращения роторов равны нулю K(0) = 0. Тогда под-
ходящим выбором управляющих воздействий K(t) можно переместить эллипсоидальное
тело в любую заданную точку с любой конечной ориентацией за исключением следующих
случаев формы оболочки и распределения масс:
1) система «оболочка + роторы» уравновешена;
2) оболочка имеет сферическую форму;
3) оболочка имеет форму эллипсоида вращения, а центр масс всей системы расположен
на оси симметрии.
Доказательство. Разобьем доказательство предложения на две части
1. Рассмотрим в качестве управлений не гиростатические моменты, а угловые скорости.
Тогда управляемое в конфигурационном пространстве движение описывается следующим
уравнением:
q˙ = X1(ψ, θ, ϕ)ω1 + X2(ψ, θ, ϕ)ω2 + X3(ψ, θ, ϕ)ω3. (2.1)
В работе [19] было показано, что система (2.1) вполне управляема посредством варьирова-
ния угловых скоростей (за исключением случаев, перечисленных в формулировке предло-
жения). При этом угловые скорости удовлетворяют граничным условиям ω(0) = ω(T ) = 0.
Таким образом, для доказательства предложения достаточно показать, что необходи-
мую зависимость ω(t) можно реализовать с помощью управлений K(t).
2. Выразив кинетический момент M через угловую скорость ω с помощью соотноше-
ния (1.21) и подставив результат в (1.22), запишем уравнения эволюции векторов K и γ
в следующем виде:
K˙ = K × ω − I˜ω˙ −ω × I˜ω −mgρ× γ,
γ˙ = γ × ω.
(2.2)
Подставив требуемую зависимость ω(t) в (2.2), получим систему неавтономных урав-
нений относительно K и γ. Данная система позволяет вычислить управления K(t), реа-
лизующие требуемую зависимость ω(t) с заданными начальными условиями K(0) = 0,
γ(0) = γ0.
В случае гладкой зависимости ω(t) система (2.2) удовлетворяет теореме о существова-
нии и единственности решения задачи Коши [14]. Таким образом, любая гладкая зависи-
мость ω(t) может быть реализована подходящими управлениями K(t).
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При доказательстве управляемости системы (2.1) используются кусочно-постоянные
управления ω(t). Для таких управлений зависимость K(t) может быть построена путем
склейки решений системы (2.2), полученных на промежутках постоянства угловой скоро-
сти ω. Получающиеся при этом решения K(t) будут иметь разрыв первого рода.
Из управляемости системы (2.1) с помощью изменения угловых скоростей и реализуе-
мости необходимой зависимости ω(t) с помощью управлений K(t) следует управляемость
системы (1.22) по конфигурационным переменным q (за исключением случаев, перечислен-
ных в формулировке предложения).
В доказательстве предложения 1 мы ограничились исследованием существования и един-
ственности решения уравнений (2.2). В некоторых случаях данные уравнения могут быть
решены явно. В частности, при равномерном вращении тела решение уравнения (2.2) выра-
жается в элементарных функциях (данный случай рассмотрен в следующем разделе), а при
равноускоренных вращениях вокруг постоянной оси — через интегральные синус и косинус.
Отметим, что угловые скорости, используемые для управления системой (2.1), удовле-
творяют граничному условию ω(T ) = 0. Однако в конечный момент времени управляющее
воздействие в общем случае отлично от нуля K(T ) = 0. При отключении управлений тело
приобретет некоторую угловую (и поступательную) скорость и начнет двигаться из конеч-
ной точки в соответствии с уравнениями свободного движения. Такое движение в теории
управления называется дрейфом. Таким образом, с помощью указанного способа управле-
ния можно достичь произвольной точки конфигурационного пространства, однако с нену-
левой конечной скоростью.
Замечание 4. Интересно, что в случае свободного движения (K(t) = 0) система (1.22), опи-
сывающая дрейф, совпадает с классическими уравнениями Эйлера –Пуассона с точностью до квад-
ратуры для вектора R.
Рассмотрим далее вопрос о стабилизации тела в конечной точке (компенсация дрейфа).
Аналогичный вопрос для управляемого движения двумерного тела в присутствии цирку-
ляции жидкости подробно рассмотрен в работе [8]. Оказывается справедливо следующее
предложение.
Предложение 2. Компенсация дрейфа в конечной точке траектории при ограничен-
ных величинах гиростатических моментов K(t) возможна только в случае ρ×γ(T ) = 0.
Доказательство. Потребуем, чтобы при t > T угловая скорость и угловое ускорение
тела были равны нулю, то есть ω = 0 и ω˙ = 0; тогда первое уравнение (2.2) примет вид
K˙ = −mgρ× γ(T ), (2.3)
а его решение при t > T запишется следующим образом:
K(t) = K(T )−mgρ × γ(T )t. (2.4)
Из (2.4) видно, что для компенсации дрейфа при ρ×γ(T ) = 0 угловые скорости роторов
должны расти линейно по времени, а при ρ × γ(T ) = 0 величина K будет оставаться
постоянной.
Замечание 5. Для системы (1.22), по-видимому, можно доказать более строгое утверждение
об управляемости не только в конфигурационном пространстве, но и в полном фазовом простран-
стве на заданном уровне интеграла N3 {(ψ, θ, ϕ, x, y, z, M1, M2, M3) | (M , γ) = N3}. Это, в част-
ности, позволит доказать возможность управляемого движения в произвольную точку из состояния
покоя в состояние покоя. Такой подход применялся, например, в работах [6, 8], однако для рассмат-
риваемой системы он оказывается достаточно трудоемким и требует отдельного исследования.
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3. Движение по спиральным траекториям
Рассмотрим движение системы в случае постоянной угловой скорости
ω(t) = ω0l, (3.1)
где l — единичный вектор. Решение уравнений (1.3) при движении с угловой скоростью (3.1)






где Q(0) — значение матрицы Q в начальный момент времени, а Ω̂(n, ϕ) — матрица пово-
рота на угол ϕ вокруг единичного вектора n, компоненты которой определяются соотно-
шениями
Ω̂(n, ϕ)ij = δij cosϕ + (1− cosϕ)ninj + eijknk sinϕ. (3.3)
Здесь δij — символ Кронекера, а eijk — абсолютно антисимметричный единичный тензор.
Подставив решение (3.2) в уравнение (1.2) для радиус-вектора центра масс тела R(t)
и проинтегрировав его, получим

















ω0, L = QT (0)l, d = QT (0)
(
l × (C−1Bl × l)). (3.4)
Из (3.4) следует, что центр тела движется по винтовой траектории, ось которой направлена
вдоль вектора угловой скорости (или, что то же самое, вектора L). Шаг винта s (продви-





, R2s = (C
−1Bl)2 − (l, C−1Bl)2. (3.5)
Таким образом, форма траектории зависит только от массо-геометрических характеристик
самого тела и направления вектора угловой скорости, а величина угловой скорости ω0 вли-
яет только на скорость продвижения в направлении L. Из (3.4) следует, что продвижение
указанным способом невозможно вдоль главных осей инерции (l ‖ ei, i = 1, 2, 3), радиус-
вектора центра масс (l ‖ ρ) и в направлении l ‖ Cρ. В этих случаях спиральная траектория
вырождается в окружность.
Управления, реализующие движение с угловой скоростью (3.1), могут быть найдены
из уравнения (2.2):
K = Ω̂(l, ω0t)
(







(γ(0), l)ρ− (γ(t), ρ)l
)
− ω0I˜l + μ(ρ, l)(γ(t)× l)t.
(3.6)
Из (3.6) видно, что в общем случае для реализации движения с постоянной угловой скоро-
стью нужно прикладывать управления с амплитудой, линейно растущей по времени.
Однако движение по спиральным траекториям возможно и с помощью ограниченно-
го управления. В частности, анализ выражений (3.4) и (3.6) показывает, что справедливо
следующее предложение.
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Предложение 3. Неограниченное передвижение тела по спиральной траектории (3.4)
с помощью ограниченных управляющих воздействий K(t) возможно при выполнении усло-
вия (l, C−1Bl) = 0 и одного из следующих ограничений на направление оси спирали:
1) ось спирали перпендикулярна радиус-вектору центра масс (ρ, l) = 0,
2) ось спирали направлена вдоль вертикали.
Первое условие в предложении обеспечивает ненулевой шаг спирали, а два последую-
щих — ограниченность соответствующих управлений.
Таким образом, несмотря на наличие силы тяжести, возможно передвижение тела в вер-
тикальном направлении с помощью ограниченных управляющих воздействий. Более того,
последовательно двигаясь вдоль разных спиральных траекторий, можно реализовать про-
движение в произвольной направлении.
4. Заключение
Отметим наиболее интересные, с нашей точки зрения, оставшиеся открытыми вопросы,
связанные с управляемым движением тела в жидкости с помощью роторов.
В данной работе было показано, что с помощью вращения роторов можно реализовать
перемещение в произвольную заданную точку. Однако после достижения этой точки тело
в общем случае продолжит движение. Более того, компенсация этого движения с помо-
щью ограниченных управляющих воздействий возможна только при определенной конеч-
ной ориентации тела. Поэтому интересно было бы решить задачу о возможности управляе-
мого движения рассматриваемой системы из состояния покоя в состояние покоя и привести
соответствующие явные алгоритмы управления.
Еще одним интересным направлением развития данных исследований является обобще-
ние полученных результатов на случай тела ненулевой плавучести. В частности, открытым
остается вопрос о возможности всплытия (погружения) тела рассматриваемыми методами
в случае его отрицательной (положительной) плавучести.
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This paper is concerned with the motion of an unbalanced heavy three-axial ellipsoid in an
ideal ﬂuid controlled by rotation of three internal rotors. It is proved that the motion of the
body considered is controlled with respect to conﬁguration variables except for some special
cases. An explicit control that makes it possible to implement unbounded motion in an arbitrary
direction has been calculated. Directions for which control actions are bounded functions of time
have been determined.
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